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Az alabbiakban jeléljon | C R egy nemdegeneralt intervallumot és
legyen n egy természetes szam.
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Az alabbiakban jeléljon I C R egy nemdegeneralt intervallumot és
legyen n egy természetes szam.

A Newton—Leibniz formula

Legyen f : | — R" folytonosan differencialhat6. Ekkor minden a, x € /
esetén

f(x) = f(a) + / " P (bt
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Az alabbiakban jeléljon I C R egy nemdegeneralt intervallumot és
legyen n egy természetes szam.

A Newton—Leibniz formula |

Legyen f : | — R" folytonosan differencialhat6. Ekkor minden a, x € /
esetén

f(x) = f(a) + / " P (bt

Kévetkezmeény |

Legyen f : | — R" folytonosan differencialhaté. Ekkor minden a, x € /
esetén
11(x) — f(a)l| < [[f'llo|x — al.

L/

D
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A Taylor-tétel integralos maradék taggal

Legyen f: I — R" n-szer folytonosan differencialhat6. Ekkor minden
a, x € | esetén

n—1 X _ p\n—1
f(x) = Z;f('()(xl,!a) /af(”)(t)()((nﬂ)!dt
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A Taylor-tétel integralos maradék taggal |
Legyen f: I — R" n-szer folytonosan differencialhat6. Ekkor minden

a, x € | esetén
|
Zf(’ (X a) /f(” (Clll)
(n—1)!

Kévetkezmeény |
Legyen f : | — R" n-szer folytonosan differencialhat6. Ekkor minden
a,x € | esetén
”71 (x — a) x—al”
_ (7) —
X) _Z;f (@)
1=

< ) oo™

i
TP
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Az elbadas 6 célkitlizése elegendben sima fliggvények

megtaldladsa. Ebben az aldbbi eredmény kulcs szerepet jatszik.
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Az eldadas 6 célkitlizése elegendden sima fliggvények

megtaldladsa. Ebben az aldbbi eredmény kulcs szerepet jatszik.

1. Tétel |

Legyen A : | — R™" egy folytonos matrix-értékl figgvény. Tegyik fel,
hogy Y : | — R™" egy olyan matrix-értékli megoldasa az

Y =AY

lineéris homogén differencial egyenletnek, hogy Y(x) nemszinguléris
minden x € [ esetén.
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Az eldadas 6 célkitlizése elegendden sima fliggvények

megtaldladsa. Ebben az aldbbi eredmény kulcs szerepet jatszik.

1. Tétel |

Legyen A : | — R™" egy folytonos matrix-értékl figgvény. Tegyik fel,
hogy Y : | — R™" egy olyan matrix-értékli megoldasa az

Y =AY
lineéris homogén differencial egyenletnek, hogy Y(x) nemszinguléris

minden x € | esetén. Ekkor minden folytonosan differencialhaté
f: I — R" fliggvényre és minden a, x € I-re

f(x) = Y(x)(Y‘1(a)f(a) + /ax Y=1(f - Af)).
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Bizonyités.
A bizonyitandé 6sszefliggés azzal ekvivalens, hogy

/X(Y_1f)'=Y‘1(X)f(X)— '(a)f(a) /Y1(f’ Af).
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Bizonyités.
A bizonyitandé 6sszefliggés azzal ekvivalens, hogy

X
/ (Y1) = Y (x)f(x) - Y~ '(a)f(a) / Y=1(f — Af).
a
Ezért elegendé megmutatnunk, hogy

(Y1) = y='(f - Af).
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Bizonyités. |
A bizonyitandé 6sszefliggés azzal ekvivalens, hogy

X
/ (Y1) = Y (x)f(x) - Y~ '(a)f(a) / Y=1(f — Af).
a
Ezért elegendé megmutatnunk, hogy
(Y1) = y='(f - Af).
Vegylk észre, hogy

In><n _ Y—1 Y = 0n><n — (Y—1 Y)/ _ (Y—1)/Y+ Y—1 Yl
= (Y*‘I)/ _ _Y71 Y/Y71 — _Y71AYY71 _ _Y,1A. 5
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Bizonyités. |
A bizonyitandé 6sszefliggés azzal ekvivalens, hogy

X

/ (Y1) = Y (x)f(x) - Y~ '(a)f(a) / Y=1(f — Af).

a

Ezért elegendé megmutatnunk, hogy
(Y1) = y='(f - Af).

Vegylk észre, hogy

In><n _ Y—1 Y = 0n><n — (Y—1 Y)/ _ (Y—1)/Y+ Y—1 Yl
= (Y*‘I)/ _ _Y71 Y/Y71 — _Y71AYY71 _ _Y,1A. 5

Ezért

(Y7 = (YY) f+ Y =-YTAF+ YT = YU(F - Af).
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Kévetkezmény |

Legyen A : | — R™" be a folytonos matrix-értékli figgvény. Tegylk
fel, hogy Y : | — R™" egy olyan matrix-értékli megoldasa az

Y =AY

lineéris homogén differencial egyenletnek, hogy Y(x) nemszinguléris
minden x € / esetén.
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Kévetkezmény |

Legyen A : | — R™" be a folytonos matrix-értékli figgvény. Tegylk
fel, hogy Y : | — R™" egy olyan matrix-értékli megoldasa az

Y =AY

linearis homogén differencial egyenletnek, hogy Y(x) nemszingularis
minden x € [ esetén. Ekkor minden folytonosan differencialhaté

f: 1 — R"és minden a € | esetén létezik egy olyan y : [ — R"
megoldasa az y’ = Ay differencial egyenletnek, hogy x € I-re

1) =yl < IIY(X)II‘ /aXIIY_1| 1" = Af|co.

~3

D
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Definialjuk az y : I — R” fliggvényt az y := Y - Y~'(a)f(a) képlettel.
Vegyulk észre, hogy

Y' .Y~ Y(a)f(a) = (AY)- Y (a)f(a) = Ay,

Y(a)- Y~ '(a)f(a) = f(a).

Az 1. tétel szerint minden x € | esetén

f(x) = y(x) =

Y(x) <Y1(a)f(a) +/XY1(f' - Af)> —y(x)- Y- \(a)f(a)
= Y(x) /X Y=1(f — Af).

Ezért

1760~ y00ll = |00 [ v = an| <ivoon [y - Al
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Bizonyitas. |
Definidliuk az y : | — R" fuggvénytaz y := Y - Y~1(a)f(a) képlettel.
Vegyuk észre, hogy

y = Y'Y (a)f(a) = (AY) - Y- '(a)f(a) = Ay,
y(a) = Y(a)- Y(a)f(a) = f(a).
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Bizonyitas. |
Definidliuk az y : | — R" fuggvénytaz y := Y - Y~1(a)f(a) képlettel.
Vegyuk észre, hogy

y = Y'Y (a)f(a) = (AY) - Y- '(a)f(a) = Ay,
y(a) = Y(a)- Y(a)f(a) = f(a).

Az 1. tétel szerint minden x € [ esetén
f(x) — y(x) = Y(x) <Y‘1(a)f(a) + / XY‘1(f’ — Af)> - Y(x)- Y~ '(a)f(a)
= Y(x) /X Y=1(f' — Af).
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Bizonyitas. |
Definidliuk az y : | — R" fuggvénytaz y := Y - Y~1(a)f(a) képlettel.
Vegyuk észre, hogy

y = Y'Y (a)f(a) = (AY) - Y- '(a)f(a) = Ay,
y(a) = Y(a)- Y(a)f(a) = f(a).

Az 1. tétel szerint minden x € [ esetén

f(x) — y(x) = Y(x) <Y‘1(a)f(a) + /a XY‘1(f’ — Af)> - Y(x)- Y~ '(a)f(a)

x)/ax y-!

11060~ vl = v [ Y10 = an)| <Iv 00

Ezért

YU IF — Aflloc.
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Csebisev-rendszerek
Egy w = (wy,...,wn) : | = R" figgvényt n-dimenziés Csebisev-
rendszernek nevezink, ha w n-szer folytonosan differencialhaté és

wi(x) W) . WD)
Wo(x):=| : S P |#£0 (xel).
wn(X) wh(x) ... & Vx)
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Csebisev-rendszerek |
Egy w = (w1, ...,wn) : I = R" flggvényt n-dimenziés Csebisev-
rendszernek nevezink, ha w n-szer folytonosan differencialhaté és

wi(x) W) ... WD)
Wo(x) :=| : P ; £0 (xel.
wn(X) wh(X) ... &V (x)

2. Tétel |
Legyen w = (wyq,...,wp) : I — R" egy n-dimenziés Csebisev-rendszer
és legyen f : | — R egy n-szer folytonosan differencialhaté fliggvény.
Ekkor f pontosan akkor linearis kombinacidja az w1, . .. ,wp
fliggvényeknek, ha minden x € | esetén

fx) Ffx) ... D) f(x)

i) wi(x) w00 Wi (x)

Wf’w(X) = =] 0

wn.(x) wgkx) wf,”*.‘)(x) wﬁ,”i(x)
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3. Tetel

Legyen w = (w1, ...,wp) : I = R" egy n-dimenzidés Csebisev-rendszer
és legyen f : | — R egy n-szer folytonosan differencialhat6 figgvény.
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3. Tétel

Legyen w = (w1, ...,wp) : I = R" egy n-dimenzidés Csebisev-rendszer
és legyen f : | — R egy n-szer folytonosan differencialhato figgvény.
Ekkor minden x, a € | esetén

f(x) fa f(a) f"=1)(a)

wi(x) wila) () (C)

wn(X) wn(@) wh(a) wy'(a)
wix) wi(t) Wi(t) .. WD)

L X Wf,w() 1 :

= Ww(a)/a (W. (D)2 : (n-2) “
wn(X) wn(t) wp(t) n (1)

53
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A polinomialis eset
Legyen a € | rdgzitett és x € | esetén legyen

wi(x) =1, wa(X) = x — a, e wn(X) :
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A polinomialis eset |
Legyen a € | rdgzitett és x € | esetén legyen

wi(x) =1, wa(X) :=x — a, e wn(x) = ()En__a?lr;i
Ekkor
wi(x) ... " V(x) 1 0o ... 0
T T e 0 e )
) o W00 | G
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A polinomialis eset
Legyen a € | rdgzitett és x € | esetén legyen

wi(x) =1, wa(X) :=x — a, ey
Ekkor
wi(x) ... wi””;(x) 1
x) ... WD (x X—a
Ww(x):wz( ) Wy .( )| _ |
- (x—a)"!
wn(X) s =]
f(x) f'(x) f(=1)(x)
1 0 0
W () = X — a 1 0
(X—:;)”*1 (X_a.)n72 1
(n—1)! (n—2)! T
Péles Zs. (Debreceni Egyetem) Taylor-tétel Csebisev-rendszerekkel

- (X _ a)n—1
wn(X) = T )
0 0
1 0
: =1,
__a\n—2
()En‘—a)Z)! 1
f(”)(x)
0
O = (1)
0

AAW24, Visegrad
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Hasonl6an adédik, hogy

fx) fa ... f=(a) f(x) f(a) f(=1)(a)
wix) wi(@ .. W@ | 1 1 0
wn(X) wn(a) S (a) Cedl 0 .1

_ A\n—1
= 100 (@) + F(@ x4 10 0@ BT,
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Hasonl6an adédik, hogy

f(x) f(a) f(=1)(a) f(x) f(a) f(=1)(a)
(n—1) 1 1 ... 0
w1 (X) (,U1(a) cee Wy (a) B
. ) — ) n—1 ) - ’
wn(¥) wn(@) ... " @] |G 0 ... T
_ n—1
= 100 (@) + Fla)x - 2) + - 10 D@ BB,
és
wi(x) wi(t) ... "t 1 1 0
wa(X) wolt) ... Wy | X—a t-a 0
’ : i . n—1 t— i n—1 ’
wnlx) wall) ... w7 |25 ot t-a
_ (=0
(n—1)! I
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Beillesztve a kapott képleteket a 3. tétel szerinti

fx) fa f(a) ... f"=1)(a)
wi(X) wi(@ i@ ... " V(a)
wa(X) wn(@) wh(@) ... wi"(a)
wi(X) wi(t) Wit ... WA
_ Wiy [T T T .
=-w@ [ | wloE| AR
wn(X) wp(t) wh(t) ... wp (1)

képletbe, azt kapjuk, hogy
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Beillesztve a kapott képleteket a 3. tétel szerinti

fx) fa f(a) ... f"=1)(a)
wi(X) wi(@ i@ ... " V(a)
wa(X) wn(@) wh(@) ... wi"(a)
wi(X) wi(t) Wit ... WA
. x Wf,w(t) 1. . . . .
=-w@ [ | wloE| AR
wn(X) wp(t) wh(t) ... wp (1)

képletbe, azt kapjuk, hogy

_ n—1
f(x) — (f(a) +f(a)(x—a)+ -+ f(””(a)()z_ai)'>

:_/ax(—1)”f(”)() /f (’(‘n_1) dt.
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A trigonometrikus eset
Legyen n =2 és wq(x) := cos(x), wa(x) :=sin(x), (x € R).
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A trigonometrikus eset

Legyen n = 2 és wq(x) := cos(x),

WW(X) =

wi(x)  wi(X)
w2(X)  wp(X)

cos(x)

sin(x)

—sin(x)| _

cos(X)

wa(X) :=sin(x), (x € R). Ekkor

9
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A trigonometrikus eset |
Legyen n =2 és wy(x) := cos(x), wa(X) :=sin(x), (x € R). Ekkor

) ()] _ feos(x) —sin(x)| _
Wal) = |20 h()] = |sin0)  cos(x) | = "
fx)  Fx) (%)
W; o (x) = |cos(x) —sin(x) —cos(x)| = f"(x) + f(x),
sin(x) cos(x) —sin(x)

»
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A trigonometrikus eset |
Legyen n =2 és wy(x) := cos(x), wa(X) :=sin(x), (x € R). Ekkor

C|wi(x) Wi(x)|  |cos(x) —sin(x)|
We(x) = w;(x) w}z(x) ~Isin(x) cos(x) |
f(x f'(x) f(x)
W; o (x) = |cos(x) —sin(x) —cos(x)| = f"(x) + f(x),
sin(x) cos(x) —sin(x)

= f(x) — <f(a) cos(x — a) + f'(a)sin(x — a))v
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A trigonometrikus eset

Legyen n =2 és wy(x) := cos(x), wa(X) :=sin(x), (x € R). Ekkor

C|wi(x) Wi(x)|  |cos(x) —sin(x)|
Wol) =000 wh()| = [sinGe)  cos) | =
f(x f'(x) f(x)
W; o (x) = |cos(x) —sin(x) —cos(x)| = f"(x) + f(x),
sin(x) cos(x) —sin(x)
f(x) f(a) f(a)
wi(x) wi(a) wi(a) :f(x)—<f(a)cos(x—a)+f’(a)sin(x—a)>,
wa(x) wz(a) wy(a)
wi(x) wi(t)| _ |cos(x) cos(t) ~ sinfx —
wa(X) wg(t)‘ = | sin(x) sin(t)‘_ o=
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A trigonometrikus eset

Legyen n =2 és wy(x) := cos(x), wa(X) :=sin(x), (x € R). Ekkor

C|wi(x) Wi(x)|  |cos(x) —sin(x)|
Wol) =000 wh()| = [sinGe)  cos) | =
f(x f'(x) f(x)
W; o (x) = |cos(x) —sin(x) —cos(x)| = f"(x) + f(x),
sin(x) cos(x) —sin(x)
f(x) f(a) f(a)
wi(x) wi(a) wi(a) :f(x)—<f(a)cos(x—a)+f’(a)sin(x—a)>,
wa(x) wz(a) wy(a)
wi(x) wi(t)| _ |cos(x) cos(t) ~ sinfx —
wa(X) wg(t)‘ = | sin(x) sin(t)‘_ o=

Ekkor a 3. Tétel alapjan azt kapjuk, hogy

f(x) = f(a) cos(x — a) + f'(a)sin(x — a) + /X(f”(t) + f(t)) sin(x — t)dt.
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Legyen n = 2 és wy(x) := cosh(x), wa(X) :=sinh(x).

wi(x) wi(x)
Wk =i
fx) (%)
Wt ,(x) = |cosh(x) sinh(x)
' sinh(x) cosh(x)
fx)  f(a) f(a)
w(x) w(@) (@
wa(X) wa(a) wp(a)
wi(x) wi(t)] _ |cosh(x) cosh(t)|
wa(X) wg(t)‘ sinh(x) sinh(f)

Ekkor a 3. tételbdl adédik, hogy

f(x) = f(a) cosh(x — a)+f'(a) sinh(x — a) +/

Ja

cosh(x) sinh(x) _

sinh(x) cosh(x) 7
f//(X)

cosh(x)| = f"(x) — f(x)
sinh(x)

— f(x) — (f(a) cosh(x — &) + /(@) sinh(x — a)),

—sinh(x — t).

9

(f"(t) — (1)) sinh(x — t)dlt.




A hiperbolikus eset

Legyen n = 2 és wq(x) := cosh(x),

cosh(x)
sinh(x)

wa(X) := sinh(x). Ekkor

sinh(x)
cosh(x)| — 1

Péales Zs. (Debreceni Egyetem)
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A hiperbolikus eset |
Legyen n = 2 és wy(x) := cosh(x), wa(X) := sinh(x). Ekkor

_wi(x) Wi(x)| _ |cosh(x) sinh(x)|
Wol) = 15,00 wh(x)| = |sinh(x) cosh(x)| = "
) F(x)  F(x)
We o (x) = |cosh(x) sinh(x) cosh(x)| = f"(x) — f(x),
sinh(x) cosh(x) sinh(x)

B

Péles Zs. (Debreceni Egyetem) Taylor-tétel Csebisev-rendszerekkel AAW24, Visegrad 14/17



A hiperbolikus eset
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_wi(x) Wi(x)| _ |cosh(x) sinh(x)|
Wol) = 15,00 wh(x)| = |sinh(x) cosh(x)| = "
) F(x)  F(x)
We o (x) = |cosh(x) sinh(x) cosh(x)| = f"(x) — f(x),
sinh(x) cosh(x) sinh(x)

B
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A hiperbolikus eset

Legyen n = 2 és wy(x) := cosh(x), wa(X) := sinh(x). Ekkor
_wi(x) Wi(x)| _ |cosh(x) sinh(x)|
Wol) = (x) wh(x)| = |sinh(x) cosh(x)| = "
fix)  fFx)  f(x)
We o (x) = |cosh(x) sinh(x) cosh(x)| = f"(x) — f(x),
sinh(x) cosh(x) sinh(x)
f(x) f(a) f(a)
Wi gx; w1Ea§ wqgag = f(x) — (f(a) cosh(x — a) + f'(&) sinh(x — a)),
wa(X) wola@ UJé a
wi(Xx) wiy(t)|  |cosh(x) cosh(t)| .
w;(X) w;(t)‘ ~ [sinh(x) sinh(t)' = — el = ).
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A hiperbolikus eset

Legyen n = 2 és wy(x) := cosh(x), wa(X) := sinh(x). Ekkor
_wi(x) Wi(x)| _ |cosh(x) sinh(x)|
Wol) = (x) wh(x)| = |sinh(x) cosh(x)| = "
fix)  fFx)  f(x)
We o (x) = |cosh(x) sinh(x) cosh(x)| = f"(x) — f(x),
sinh(x) cosh(x) sinh(x)
f(x) f(a) f(a)
Wi gx; w1Ea§ wqgag = f(x) — (f(a) cosh(x — a) + f'(&) sinh(x — a)),
wa(X) wola@ UJé a
wi(Xx) wiy(t)|  |cosh(x) cosh(t)| .
w;(X) w;(t)‘ ~ [sinh(x) sinh(t)' = — el = ).

Ekkor a 3. tételbdl adédik, hogy

f(x) = f(a) cosh(x — a)+'(a) sinh(x — a) +/X(f"(t) — #(t)) sinh(x — t)dt.
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A trigonometrikus-hiperbolikus kevert eset

Minden 4-szer folytonosan differencialhato f : | — R figgvény és
minden a, x € | esetén

f(x) = f(a) cosh(x — a); cos(x — a)

n f,(a)sinh(x — a)2+ sin(x — a)
cosh(x — a) — cos(x — a)
2
sinh(x — @) —sin(x — a)
2

N /X(f////(t) . f(t))SInh(X = t)2— sin(x — [’) at.

+ fl/(a)

+ f"(a)
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Egy hidnyos polinomialis eset

Legyen n = 2 és wy(x) := x, wa(X) := X2 (x € R}).

~
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Egy hidnyos polinomialis eset
Legyen n = 2 és wy(x) := x, wa(X) := x? (x € R,). Ekkor

W00 = [“10) @] Z|x

wi ( 2
(x) wh(x)| ~ |x® 2x

:X’

X
X

w1
w2
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Egy hidnyos polinomialis eset
Legyen n = 2 és w(x) := X, wa(X) := X2 (x € R.). Ekkor

_|wi(x) wi(x)] _ T _
Wo(x) = wa(X) wh(X) x2 2x = x5
f(x) f(x) '(x)
We,(x) =] x 1 0 | = x2f"(x) — 2xf'(x) + 2f(x),
x2 2x 2

y >
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Egy hidnyos polinomialis eset

Legyen n = 2 és w(x) := X, wa(X) := X2 (x € R.). Ekkor
wi(X) wi(x)| _ 1

_ 1( _
Wo(x) = wa(x)  wh(X) x2 2x| X,
fix) f(x) f'(x)
We,(x) =] x 1 0 | = x2f"(x) — 2xf'(x) + 2f(x),
x?>  2x 2
f(x) f(a) f(a)
x a 1 |=2af(x)— (f(a)(Zax — x?) + f'(a)(ax? — azx)),

x2 &£ 2a

y >
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Egy hidnyos polinomialis eset

Legyen n = 2 és w(x) := X, wa(X) := X2 (x € R.). Ekkor
wi(X) wi(x)| _ 1

_ 1( _
Wo(x) = wa(x)  wh(X) x2 2x| X,
fix) f(x) f'(x)
We,(x) =] x 1 0 | = x2f"(x) — 2xf'(x) + 2f(x),
x?>  2x 2
f(x) f(a) f(a)
x a 1 |=2af(x)— (f(a)(Zax — x?) + f'(a)(ax? — azx)),

x2 & 2a
w1(x) w1(f)| X

2 2

wg(X) OJQ(t)

y >
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Egy hidnyos polinomialis eset

Legyen n = 2 és w(x) := X, wa(X) := X2 (x € R.). Ekkor
wi(X) wi(x)| _ 1

1 (
Wo(x) = wa(x)  wh(X) x2 2x| ~ X,
fix) f(x) f'(x)
We,(x) =] x 1 0 | = x2f"(x) — 2xf'(x) + 2f(x),
x?>  2x 2
f(x) fa) f(a)
x a 1 |=2af(x)— (f(a)(Zax — x?) + f'(a)(ax? — azx)),

x2 &£ 2a

(,U1(X) w1(t)| X t

2 2
X2 t2 :Xt —Xt.

Ldg(X) OJQ(t)

Ekkor a 3. tételbdl adédik, hogy minden a, x > 0 esetén
&f(x) = f(a)(2ax — x?) + f'(a)(ax® — &x)
x—t

+a2x/x (tzf”(t)—th’(t)Jer(t)) St

y >
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és kdszéném a figyelmet! |
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